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Figure 0.1: Vista superior do dominio de fluido.

0.1 Variaveis complexas e dinamica dos fluidos

Vamos imaginar que temos a vista superior do escoamento de dgua num rio.
Tiramos uma foto e em cada ponto do rio marcamos a velocidade da dgua, supondo
que temos acesso a esses valores. O vetor velocidade U = (u,v) representa a ve-
locidade de uma particula de d4gua que, no instante da foto, se encontrava no ponto
onde desenhamos o vetor (veja a figura 0.1). Em matematiqués escrevemos isto na

forma
dx

u(z,y,t) = P

dy

dt’ Artwenal,

onde (2(t),y(t)) é o vetor posicio de uma particula genérica d{a, Adgua no rio. A
Gl ol do 130 r{
velomdade na dire¢ao horizdntal é u(z,y,t) e na direcao vert al v(z,y,1).

vz, y,t) =

Fagamos um controle do escoamento do rio da seguinte maneira. Para ter uma

idéia daqﬁ%{é‘%e de redemoinhos vamos desenhar curvas fechadas (indicadas

\}1{J ;,E.Mt ?\ 1

/

= o € Wik
A welomad

C= 94w X

DESE

X



CBS: wing ek RIS W R
/ : ~ Vo TN Wp Wag conin ¢ Jg m
i ks X Bilgiane wfbw;;ﬁ[w DFcq

9__.{, MAW _ Oom Cunvig LGd neates -

%12)
a)ﬁllar a sya ci agao (o QﬁM&n a‘Ld\ Ve MAA R

/
porﬂ) na superficie do rio e ¢

(0.1)

onde £ representa o vetor unitdrio tangente & curva/ﬂ/e s € comprimento de arco. )C
O sentido positivo para se percorr%/é o anti-hordrio. O que estamos fazendo?
Estamos somando todas as projecoes do vetor velocidade na direcéo tangente &

%e o resultado for um nimero positivo entdo temos o efeito de um redemoinho X
girando no sentido anti-horario (positivo na regra da mdo-direita). Se for um

N

nimero negatlvo temos o efelt um redemoinho girando no sentido horario. Se
%ngo da curv)a/t‘f escolhida. X

for zero, nio ha m}mla(;
Controlemos outra grandeza: o fluxo normal através dessa mesma curva/d./ Isso X

é feito através da integral de linha abaixo:

O Y fluxo normal = j{(ﬁ—ﬁ )ds. 02 X
0{,? L(ouiwpreﬂax) 5 p N

O vetor unitdrio normal &  (7i) é positivo quando aponta para fora. Neste caso

estamos somando todas as contribuigies de entrada e saida de 4dgua através da

fronteira % Se o balanco total, de entrada e saida, for positivo é porque saiu mais

agua do que entrou. Lembre-se que a normal ¢ positiva para fora. A interpretacéo

¢ que temos uma fonte de 4gua em algum ponto de};f. Se a integral for negativa,

entdo entrou mais dgua do que saiu, e por isso, deve haver um “ralo” (sumidouro)

dentro do dr_mn’niu/ﬂ._w ?&t\ %\\ﬁ:ﬁo P s d/owboj/ X
Mas vamos nos concentrar nos casosfe@/ﬁge 0 escoa,mentog Mmcma] (sem

redemoinhos) e incompressivel (em qualquer regido o volume de dgua que entra

¢ igual ao volume que sai). Colocando isto na forma de uma expressio matemadtica
~ v 7@
temos que, para qualquer curva ﬁ/e&co 1}21 MM
pi-d

2



DF4o

$(0-it)ds =0

O b

f (P e+ Qe )t = [ [ (G2w0) - 5o )y

Usemos o Teorema de Green

e X
para escrever as integrais de linha, dadas acima, na forma
f/(Vxﬁ)dxdyzo
Jot R
N
e
ffV-ﬁ)d:rdy:O. 7<
w T W

Como essa identidade é vilida para quaisquer curvas ;e seu respectivo interior /d,

conchJ:A)nos que cada integrando deve ser identicamente nulo. Em outras palavras, N

ra
COHC]UL/IZIOS que
(0-3)

e que
N 0
P Oﬁ\fw{d-trcwj 1m‘m\M¢ﬂl sty Si Le,woenidl, Covigag - p———
‘ Quando o escoamento ¢ irrotacional, podemos definir a fungao potencial {_ £X l
- W:\M s P §r “—‘,‘& j
8@, 4,8) = g0+ [ (uda + vdy), 708) Gk
Py Aoy = f
'(747 o gk g s
' onde Py = (zo,) e P = (2,y) sido dois pontos ligados por um trecho da curva of ot o

Q, e ¢o = ¢(x0,y0,t). Veja a figura 0.2. Esta funcio é chamada de um]potencial |
pois (u,:;mqﬁx, rﬁy).H‘Veriﬁcar este fato é um 6timo exercicio em Cilculo.

Separe a integral em x da integral em y, como nas linhas pontilhadas da figura 0.2.

Da mesma forma, quando o escoamento é incompressivel, podemos definir a

Hcomprensives,
fungao de corrente £ {&-}cfd“%)
o Tt | P g,
l \‘1 Pz, y,t) =¥ + Lﬂ (umx). A (0.6)
AP 0. 47

3 _
< (PR - ()
LW R (i) (M)



I=A

P = (X,y)

Figure 0.2: Integral de linha ao longo de um trecho da curva T.

Neste caso (u,v) = V4 = (1, —9s). A notagdo é tal que, para uma fungdo f
. , .L o . -

com duas derivadas continuas, V - V+ = 0, no sentido que fyy — fye = 0. Porque

essa funcdo se chama fungéio de corrente? Este nome vem do fato da funcao nos

permitir visualizar o escoamento no caso estaciondrio. Vamos entender melhor esta

afirmagdo. Calculemos

dap Mpdx Ody 87,0

i ocdt Togdt ot

Usando o fato de o escoamento ser estaciondrio (0¢/0t = 0) e as defini¢des para

L. t J.’ i 7
as velocidades, escrevemos PR W kb A Corrgmd] w; oWk ) X

dy W Woy
dt  or dy r?y or

A expressao acima pode ser reescrita como

x . don
WUO,%‘ZAVZWO(& Q)

¥t ey MCM‘U

¥ = constante}. Isso vem do fato de que o gradiente da funcio de corrente é or-

ou seja, o campo de velocidades é tangente as linhas de gorrente}z Falblls

togonal ao campo de velocidades. As particulas do fluido irdo descrever trajetérias



dadas pelas curvas ) = constante. Adiante apresentaremos exemplos que confir-

marao esta propriedade. O M/O WW’QV |

Vamos comegar a migrar para 0 mundo das varidveis complexas. Esta é uma

decisﬁo@\ nivel do modelo matematico. Em vez de usarmos o modelo proveniente
J Wiy

de equagoes diferenciais parciais (veja a equacio de Laplace abaixo), optamos pelo

R

modelo proveniente de varidveis compley&.\Comecemos com algumas observagoes

. /--'—-.-_
meio soltas ... Escoamentos irrotacionais e incompressiveis nos levaram a

Estas sdo as famosas equagdes de Cauchy-Riemann para u e —v. Elas aparecem em
cursos de edp’s e também de varidveis complexas (Churchill e Brown; Lins Neto).
Note que se usarmos a primeira equagio de Cauchy-Riemann e considerarmos o
fato do escoamento ser irrotacional, temos que a fungio potencial é uma funcao

harmoénica, ou seja, satisfaz a equagao de Laplace

G2z + Py = 0.

Da mesma maneira, se usarmos a segunda equagio de Cauchy-Riemann con-
siderando um escoamento incompressivel, temos que a funcio de corrente também
é harménica:

AV = 0.

Temos duas fungdes harménicas ¢ e 1, que podemos considerar como sendo a

parte real e imagindria de uma fungao complexa:
®=¢p+i1, (0.7)

ondei =+/=1 e o potencial complexo ® ¢ uma fungéo de z = z+iy. A defini¢io

de derivada de uma fungiio complexa f(z), com respeito & varidvel complexa z, é

5

K

X



dada por
af _ . fR)—flw) _0f . of
o5 (%) = lim s —m- g

A definicdo vale para z tendendo a z, em qualquer direcio. Logo ela é vélida para
z tendendo a 2y, tanto na dire¢do paralela ao eixo dos 2 como na diregdo paralela
ao eixo dos y. E dessa maneira que se obtém as expressdes envolvendo derivadas
parciais em z ¢ em y. D& um nome & parte real de f(2) (por exemplo &(z,y)) e
outro a imagindria (por exemplo ((z,y)). Substitua essa decomposigdo f = £+1i ¢

na identidade

para obter as equagbes de Cauchy-Riemann em £ e (.
Do [Ba el ee iy
Terminada essa breve revisio de varidveis complexas, vamos calcular a derivada

do potencial complexo:

dd dz

}ﬁa_‘?&xﬁ“i‘wm—_i(¢y+iwy):u_ivka- (0.8)

A barra sobre o z significa conjugagdo complexa: z =z — i y.
Note que fizemos uma coisa muito interessante. Calculando apenas@ derivada

complexa estaremos calculando_@ velocidades. Existem muitos resultados da

—_—

teoria de varidveis complexas que podem ser usados imediatamente, a servico da

— — - —

dindmica dos fluidos. N&o vamos mostrar explicitamente, mas o tema principal é
Aplicagies Conformes. Esperamos convencer o leitor de todos esses fatos, através
dos exemplos a seguir!

Exemplo@ Vamos comegar com o escoamento uniforme representado pela
figura 0.3. O potencial é obtido facilmente por inspegio: ®(z) = Az. Uma coisa é
certa. As linhas de corrente (1(z,y) = contante) sio linhas horizontais. Verifique!

[

A velocidade complexa é

ag

5 A=u—iv — (u,v)=(4,0).

ez
o <l

e A A TP i ) A v o Couad
. Ax 4 ,f..r,ﬁ 5 W Av= tow
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Figure 0.4: Cilindro de raio R na presenca de um escoamento uniforme.

- ik - I :
&
Exemplu Vamos colocar um cilindro circular, de raio R, no caminho do
s
escoamento uniforme do exemplo 1. Veja a figura 0.4. Agora temos um rio, visto de
cima, e uma coluna de uma ponte ou de um pier. Como seri o escoamento laminar
(sem turbuléncia) em torno desta coluna? Bastou colocar a coluna e o problema
ja fica bem mais dificil! Nao d4 para usar inspecdo. Na literatura de dinimica dos

0
fluidos (Milne-Thomson) existe o Teorema do Circulo, que enunciamos a seguir:

Seja o potencial complezo livre (i.e. sem obstdculos) dado por f(z),
uma fungio diferencidvel na regido |z| < R. Entdo, na presenca de um
cilindro de raio R, cenirado na origem, o potencial complezo é dado

por

BUL



3(2) = £(2) + F(RY/3). (0.9)

Para o leitor que tem uma formacgao um pouco mais avangada em varidveis com-

plexas, é facil argumentar que o teorema acima pode ser aplicado para cilindros
i m—

de segio transversal nao-circulares. Temos que fazer a seguinte modificacao. A

existéncia de tais escoamentos € garantida pelo Teorema de Uniformizagdo de Rie-

_mann (ver Lins Neto) que fala sobre a aplicagio conforme de regides simplesmente
conexas em um disco unitario. O resultado final é obtido a partir da composigao
®(z(w)), onde z(w) representa o mapeamento de um cilindro nio-circular (no plano
complexo w) para um cilindro circular (no plano complexo z). Vale ressaltar que

o Teorema do Circulo nada mais é do que uma variante do Principio de Reflexio

de Schwarz (Churchill e Brown; Lins Neto). No Teorema do Circulo, a reflexdo é
— e ———

feita com respeito ao circulo. A reflexdo de z, com relagao ao circulo, é denotada

por|z* = R?/z. l

Vamos usar o resultado do Teorema do Circulo para o ponto z = Re! ¢ sobre o

circulo:

B(2) = [(Rel ?) + F(R2/Re™ %) = £(2) + f(2) = 2Re(f),

onde Re representa a parte real de f. Sobre o circulo temos que ¢(z,y) = 0. Logo

0 escoamento é na direcio dessa linha de corrente e por isso a dgua desliza em
torno do cilindro, acompanhando a sua forma. No caso de f(z) = Az as linhas
de corrente estdo esbocadas na figura 0.5. Este tipo de configuragio aparece em
escoamentos reais. Uma Gtima referéncia é o livro An Album of Fluid Motion (fotos
nos. 1, 6 e 24). que é composto apenas por fotos de experimentos em laboratorio

(Van Dyke).

i
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Figure 0.5: Linhas de corrente para um cilindro de raio R na presen¢a de um
escoamento uniforme.
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ESCOAMENTDS com ROMGA (P CloNfTS)

0.1 Variaveis complexas e dinimica dos fluidos

() Vamos estudar o potencial complexo (maﬂ% Wd“’ Wo Coro
e do cillmdro com Ctr‘wiacﬁ )

®(z) = i alog(2), (0.1)

Exemplg

onde log(z) = In(z), para z > 0. Vamos visualizar o escoamento através da funcio

de corrente, usando coordenadas polares (z = re! ?):

P = —alog(r).

As linhas de corrente, ¢ = —alog(r) = constante, sao circulares. O campo de
velocidades é dado por

d® & G ;
e —T(sm(f?) +1 cos(f)).

A visualizagdo é apresentada na figura 0.1 e o potencial complexo representa um
18 W TR pun

vortice em z = OAEsse escoamento nao € mais irrotacional mas, ainda assim, pode

ser modelado usando-se varidveis complexas. Note que o potencial complexo tem

uma singularidade em z = 0 e por isso a velocidade néo é definida nesse ponto; ela

tem um polo em z = 0.

Alguns exercicios sdo recomendados. Calcule a circulagao sobre curvas circu-
lares T, calcule a velocidade angular da dgua nesse redemoinho, e identifique a
dependéncia com respeito ao pardmetro a, chamado de intensidade do vértice.

Exempl Vamos analisar um cilindro de raio R na presenca de um vértice,
posicionado em z = z, lzu‘> R. O potencial é dado pelo Teorema do Circulo. X
Note que o potencial livre é dado por f(z) = —i alog(z — z). Esta funcio é
diferencidvel em |z| < R. A singularidade de f estd fora do disco. Veja a figura
0.2. Temos . |

’ R? !
. ®(2) = —ialog(z —z) +1ialog (— - fg) . 1 (0.2)

1 =
|

| - iane(§ ) |
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Figure 0.1: Linhas de corrente para um vértice localizado na origem.

Para entender melhor o que acontece quando usamos o Teorema do Circulo, vamos

reescrever o potencial acima na forma:

= { ‘\..r‘i_r' 1"-“(_:
//,RZ TP
®(z) = —ialog(z — 2) +ialog (z {— ?) —1ialog(z) + iygézu).
. 20

O dltimo termo é uma constante e por igéo nao afeta o campo de velocidades.
Podemos ignora-lo. Os outros represenﬁém 3 vértices, sendo 2 ficticios: um na
origem com intensidade a, e outro enﬁg"}: R?/# com intensidade @girando no
2

sentido hordrio). Os 2 virtices ficticios (i.e., dentro do cilindro) fazem com que a
borda do cilindro coincida com a linha de corrente 1 = 0. Em outras palavras, se
tirarmos o cilindro e colocarmos esses 3 vértices, vamos ter as mesmas linhas de
corrente fora do circulo de raio R, mas teremos um escoamento dentro do circulo
que agora representa uma regiao com dgua também.

H4 vdrios exercicios a serem feitos. et ——————————
S———— . ['ic2 aqui uma sugestfio: calcular a velocidade angular do

virtice em z; em torno do cilindro. A dica é usar a expressdo com 3 vértices e

desprezar o efeito do potencial para o vértice em z,. Em outras palavras, deve-se

2
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Figure 0.2: Cilindro de raio R na presenca de um vértice.
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Figure 0.3: Cilindro de raio R na presenca de um vdrtice em z, e outros 2 ficticios.
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Exemplo 5: Estudemos agora um e:;}amplo mais complexo. Este exem:plo
exige ainda mais destreza em varidveis comf‘lexas, mas esperaiﬁos c-lﬁe isto.é.i;*va
de estimulo para o leitor. w

Considere uma linha infinita de vértices da mesma intensidade a. Veja a figura
- Este tipo de configuragdo aparece em escoamentos reais (An Album of Fluid

| Motion (foto no. 98), Van Dyke). Usando a nossa experiéncia em exemplos ante-

ﬂriores, vamos tentar escrever o potencial complexo para esta nova configuragao de ;

‘vortices. Que tal

“P(z)" = —ia Y. log(z—nd)?

n=—0c0

Infelizmente esta expressio ndo faz sentido. Por isso j4 colocamos as aspas.
'Esta série nao converge, apesar de formalmente representar uma linha infinita
de vértices. Vamos tentar consertar a situagao. O ponto de partida é reescrever a

expressio acima da seguinta maneira:

“B(2)" =—ia Z (log (1- —) + log(1 + —) + log(—n? )) —1ialog(z).

n=1

?ﬂbbﬁ\ wn FF‘\#QNVQ
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O tiltimg termo, dentro do somatério, € uma constante e por isso pode ser jogado
fora sem interferir no campo de velocidades (dado por d®/dz). Agora podemos
“Crever uma série que matematicamente faz sentido:

N

O(z) = —i a lim S (lag(l — 2d2)) —ialog(z).

n=1

Ou aing,

®(2) = —i alog{ llmEH ( (1- nz;))}

Fizemg 4 troca do limite pelo @o baseado no seguinte resultado, proveniente

da aplicacio do Teorema de Fatoragdo de Weierstrass (Conway; Lins Neto):

= (0-3) X

e ¢
onde ¢ produto converge uniformente em compactos contidos no plano complexo.

Em face 3 este resultado, escrevemos o potencial complexo para uma linha com

infinitog yartices de intensidade a:

B(z) =i alog (sin(f;—z)) . (0.3)

Umg boa verificagao é fazer z se aproximar de 7, = nd. Quando isto acontece

sm(—z~) %(z —nd)

®(2) = —i alog(z — nd) — i rzlog(%).

O **8Uundo termo é uma constante e o comportamento, perto de um vortice lacal-
iz ; ;
ado ey zg = nd, é o desejado.

O Campo de velocidades é dado por

dP . T Tz
— = —i —cot(—

dz d d

)=u—iow.




T R ahal;

DF3S

Temos um niimero infinito de pontos de estagnacao (pontos localizados em

#=(2n+1)d/2, onde u—iv =0). A fungdo de corrente é dada por

Y@y) = ~21n E (cosh(%y) = cos(¥))}

e as linhas de corrente estio esbogadas na ﬁgur@ Podemos imaginar que temos
uma linha com “liquidificadores” idénticos, situados em z = nd. Na parte de

cima os “liquidificadores” produzem uma correnteza para a esquerda, enquanto

que na parte de baixo uma correnteza para a direita. O esbogo das linhas de
s b e

corrente estd de acordo com a nossa intuigdo. Uma particula passando perto de

um “liquidificador” vai tender a passar no meio de 2 “liquidificadores”, puxada pelo

redemoinho do primeiro. Mas antes que isso acontega, o efeito do “liquidificador”

vizinho faz com que a particula seja atirada para fora do redemoinho do primeiro Y

> WEACIRDAL — AL -
viet 4 von Karman

(;} Neste dltimo exemplo vamos extender 0 exemplo 5 para uma S

“liquidificador”, e ela continuara com essa trajetéria ondulada. (

Exemplo |

distribuicdo confl’nua de vortices. A distribuicdo continua é tal que a intensidade
total, sobre um intervalo de comprimento d = 27, continua sendo a. A intensidade
de cada vértice é\(a ds/2r ﬂ, onde ds representa um infinitésimo de comprimento
de arco. Para formular o potencial complexo, temos que somar o efeito de todos

0s vortices desse intervalo. A “soma” é dada pela integral

—ia (2 . Z— 8
@(z)—TW-—/D log(sm( 5 )) ds,

para valores de z fora do eixo real. Esse potencial complexo representa uma linha,

continua, infinita, de vortices. A essa linha se di o nome de folha de vortici-

dade. A verii}cagéo de diversas propriedades desse potencial W I
T i _x_

w» As linhas de corrente estio representadas na figura 0.6;

temos um escoamento cisalhanﬁte. Virios problemas de pesquisa (computacionais X

em sua maioria) surgiram a partir desta formulagio integral. ( mb&m ['{“8“4-"’)
A Vioyahili b da l[/!*l’%r,?a\ce,)
’ 6
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Figure 0.5: Linhas de corrente para a linha infinita de vértices.
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6 Gregory Baker and André Nachbin '

and can be a smoothing influence. To validate that redistribution does not lead
to harmful effects on the results, we have used equal arclength as the criterion for
redistribution. This allows us to compare our results directly with the results of the

method of Hou et. al. [18].
markers agree to about 10~°
We have experimented with

Pointwise comparison shows that the results for 512
, and is about the level of accuracy for that resolution.
other redistribution criteria, and found better ones than

equal arclength, but we plan to publish those results later.

2. Equations of motion. We consider the two-dimensional motion of an in-
terface separating two immiscible, incompressible and inviscid fluids. The interface
stretches periodically in either direction, and we choose the z-axis to be aligned with
the mean level of the interface. We choose the length-scale so that the interface

is 2m-periodic; thus we may parametrize the interface as the curve {C: z(e,t) =

z(e,t) +iylet),0<e< 2m} with the property 2(e+2m,t) = 27+ z(e, t). We assume

‘that there is no initial vorticity in the And Aow away from the interface. Due to the
presence of surface tension on the interface, vorticity will, in general, be created at the
interface but not in the interior of the fuid layers. The interface may be represented
by a vortex sheet whose strength will be affected by the presence of surface tension.
We allow the fluids above and below the interface to move with different horizontal
speeds far from the interface. We select a frame of reference in which these horizontal
speeds are FU above and below the Interface respectively. Consequently, the vortex

sheet strengtl will have a mean value, 2U.

Since our interest is on the effect of surface tension on the Kelvin-Helmholtz
instability, we choose the densities of both fluids to be the same constant value, p, .
throughout the fow region. So the Atwood number [8, 26] is zero, and the effect of
gravity ic ahsent.

We joliow previous researchers [8, 26] in expressing the complex velocity potential

3 & boundary integral involving the circulation variable, I'(e,#). The

poten:ial funciion ¢ is discontinuous across the interface. We denote jts avera
value by ¢ so that along C we have| ¢, (e,t) = d(e,t) + 0.5I(e, t) a.nd' Pa(e,t) =
oe,t) ~ 150 (e, £)| We have introduced a subscript {@or 2 to refer to quantities just

OF AoOye the interface respectively. The average complex velocity potential
along the interface is given by

_ viz{e,t)) = d((z(e,t),y(e, 1)) +i ¥ (z(e, t), y(e, t))
1 2 1
(21 = 5;1;/0 (e, #)In [sin (L“);_"‘(e_’ﬂ)] g,

Here we: have introduced the unnormalized vortex sheet strength,

(2.2) T'y(e,t) =I.(e,t) = %{8,;\

Kinematic considerations require points on the interface to move with the same
normsl eomponent of velocity as the fluid. Tangential components of the fAuids may
Jump on sither side of the interface, so there is latitude in the specification of the
tangentinl speed of points on the interface. Normally, the average speed is chosen,
but there are situations where weighted averages are better [6, 7, 8]. In this work, we
choose the average speed. Thus the velocity for each Lagrangian marker, labelled by
€, on the interface, ig given by differentiating equation (2.1):

.‘“__‘—_.__-__

(2.3) (e, 1) = ﬁ; zw'y(e',t) cot (Z(B,CJ ';2(8!, t)) de!
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Stable Vortex Methods with Surface Tension i

where the principal-value of the integral must be taken.

Dynamical considerations require that the pressure jump (p2 — p1) across C is .L?l
balanced by the interfacial force due to surface tension: /\ -
Tno

(22 +92)%/?

K(e,t) stands for the curvature of the interface at the point z(e,t) and T is the
surface tension coefficient. Subscripts indicate partial differentiation. By subtracting
Bernoulli’s equation on either side of the interface, we are led directly to the evolution

=
29 pr-p= T Ket) = T ZHee_Tecle, \ Ld?m‘f:‘\:lw 3

equation for the circulation variable:

ar T [ = sy .
(2.5) \ =(et) = = Kle,t). ' - :
_ at P %’ > r’ £ E‘llru,(‘lf’ﬁéf{

In the absence of surface tension, I' is constant in time, and (2.3) is the familiar =7 0T vonehlo
Birkhoff-Rott equation for vortex sheet motion. ?” Oraltons W» u{
The evolution equations have certain properties. If the functions z(e,t) — e and 16 [..5\5]“’\3\@”6‘"‘

['(e, t) —2Ue are periodic initially, they will remain periodic [26]. The total circulation W e

along C_(i.e. I'(2w,¢t) — I'(0,¢)) is conserved even in the presence of surface tension

[26]. Further, the perturbed energy is a constant of motion [26].
We gain further insight info some general properties of the motion by considering
the conseguences of perturbations to a perfectly flat interface. When z(e,t) = e and
2.

I'(e.t) = 2Ue, the interface is flat and comprises a steady-state solution to (2.3, 2.5). Utade Llacwoamis -

Set

(2.6a) D(e,t) =2U (e+elle,t)), -
(2.6b} z(e,t) = e+e (e, t),

(2.60) yle,t) =€ glet),

where we regard € as a measure of the size of the perturbation. Note that we have
already assumed a length scale of 27 in our formulation, and now we have scaled
the perturbed circulation by 2U. The linearized system of differential equations is
giftained by expanding the right hand sides of (2.3, 2.5) and retaining terms up to

——

= of, T .
(2.72) 35 (@0 = 5775 feelert),
(2.75) 08 ey U [Tilet)-gE.D)

T dr o sin? ((e —e)/2) o

6_1‘?. _ E 2w -'E(evt) . i(9r1 t) '
)= & {fn sin’ ((e - ﬂ’)/Q)dE

2m ()
(2.%7¢) - f 2. (e, 1) cot (e—ze ) de'} .

Since our interest is in periodic solutions, we may express the perturbed quantities
in_fourier series with time-dependent amplitudes. For this system, the even and odd

modes uncoupie. For the even modes, there is a solution of the following form:

(2.8a) (e, t) = Ay(t) cos(ke),
(2.8b) Z(e,t) = As(t) cos(ke),
(2.8¢) ii(e,t) = Aa(t) cos(ke).
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Substitution into (2.7) leads to a system of ordinary differential equations for the
time-dependent amplitudes. The integrals are computed by writing them as closed

integrals on the unit circle in the complex plane, and by employing the calculus of TZ l ﬂ ba do H{]MI)

residues. In particular, =
(x) = -‘—g (9
il - 1 504y

1 i3 ; e—eg i _ | —cos(ke), fork>0
(2.92) E](n sin(ke') cot (T) de' = {

0, fork=0
1 [ cos(ke) — cos(ke') ., ©
(#8b) E_fg sin?((e — e/)/2) ap" = fsconthel. % E ‘C?{J (35-) = _L —?(l‘) -ﬁ{%’) AA?,

) —
Thus we obtain the linear system i (x -4y

g [ A 0 0 —KT/(2Up) A
(2.10) Sl A4 =0 o —Uk Ay 1
dt Uk —Uk 0 As

which has solutions,

TR
(2.114’1) Al(t) = —'2-; C e,
(2.11b) Ay(t) = Uk C &,
(2.11¢) As(t) = —UX C M.

-

where C is an arbitrary constant. These solutions are the eigenvectors of the matrix
‘n (2.1C) with X as an eigenvalue. The three possible values for ) are:

e e —
(2.12a) Ak) =0,

T 1/2
(2.12b) Ak) =+ [U%2 - 2—pk3] ;

The resuit, i(%) = 0, indicates the presence of perturbations that leave the interface
undeformed. in effect, a new parametrization has been introduced by the perturba-

| tion. Such heuavior is typical of Lagrangian methods [4]. The case, k = 0, is special

Jin that all values of \ = 0, and the eigenvectors are just arbitrary uniform shifts in
the unknowns. The same relation (2.12) holds for odd modes containing sin(ke). The
general solution is then a linear superposition of both odd and even modes over all
positive integer values of k. The result (2.12b) is a classic result, and is normally
derived from Euler’s equations; see [15].

The eigenvalues contain important information since they give the growth rates
for the perturbation. In the absence of surface tension, T = 0, we have A = +[/k.
The modes with highest k, or smallest wavelength, grow the Tastest—TES Teads fo
ill-posed motion and in the full nonlinear behavior causes a curvature singularity to
form in finite time, However, the presence of surface tension ensures that the high
modes have only imaginary growth rates; the modes merely oscillate. The linearly
stable modes are identified by k > k. = 2pU%/T. The difficulty is in understanding
the consequences of the présence of surface tension on the full nonlinear behavior. At
this stage, numerical methods which follow the motion reliably are needed to gain
insight into the possible nonlinear behavior. In particular, numerical methods must
capture the salient features of the growth rates (2.12b).
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"IGURE 5. Double-precision (16 digit) calculation with the filter level set at 101 (the horizontal
ine in (b)). This ealculation used N = 100 and the same time Stepping as before, (a) point-vortex
ositions; (b) log-linear plot of the Fourier coefficients’ (2.2) amplitudes versus wavenumber,
‘ompare this with the unfiltered and the higher precision calculations jn figures 3 and 4.
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